| PRACOWNIA FIZYCZNA
Zad. M 04 Instytut Fizyki US
Wyznaczanie momentu bezwladnosci bryl metoda wahadla fizycznego.
Temat: (o . - . .
Doswiadczalne potwierdzenie twierdzenia Steinera.

Cel:  zapoznanie si¢ z ruchem drgajacym wahadta fizycznego grawitacyjnego i analiza jego ruchu.
Wyznaczenie wartosci momentu bezwladnosci bryt sztywnych przez pomiar okresu drgan. Doswiad-
czalne potwierdzenie twierdzenia Steinera. Ksztalcenie samodzielnosci w postugiwaniu si¢ aparaturg
pomiarowg oraz umiejetnosci analizy i interpretacji wynikéw pomiarow.

Przyrzqdy: pret, krazek (walec), suwmiarka analogowa i/lub cyfrowa, miarka zwijana, stoper.

1. ZAGADNIENIA

1. Prawa dynamiki bryly sztywnej. Moment sity. Moment bezwtadnosci.

2. Drgania harmoniczne proste. Zwigzek okresu drgan bryty z jej momentem bezwtadnosci
i momentem kierujgcym..

3. Twierdzenie Steinera.

2. OPIS ZAGADNIENIA

Na podstawie literatury — podreczniki akademickie, poz. [2] zapozna¢ si¢ z zagadnieniem
i wyprowadzeniami wzorow.

Jedng z metod wyznaczania momentu bezwladnosci ciata jest pomiar okresu drgan wahadta fizyczne-
go. Wahadtem fizycznym nazywamy bryle sztywna mogaca wykonywaé obroty dokota poziomej osi,
przechodzacej ponad srodkiem cigzkosci bryly. Rys. 1 przedstawia wahadlo fizyczne obracajace si¢
wokot poziomej osi przechodzacej przez punkt O (prostopadtej do plaszczyzny rys.) oddalonej o d od

srodka masy S. Gdy wahadlo wychylimy o maty kat a wowczas dziala na bryte dziata moment sity cigz-
kosci M ciata o masie m

M =—-mgd sina, 1)

ktory stara si¢ obroci¢ wahadlo w strone potozenia rownowagi oraz przeciwnie do wychylenia (na co wskazuje
znak ,,—”).

Rys. 1. Schemat wahadta fizycznego;

niebieska kropka oznacza o$ obrotu,

czerwona kropka oznacza srodek masy;

S — $rodek ciezkosci wahadta;

O — punkt zawieszenia;

O’ — $rodek wahan wahadta fizycznego;

d = OS — odlegtos¢ punktu zawieszenia od srodka ciezkosci wahadta;

I = 00’ — dhugos¢ zredukowana wahadta fizycznego.

Jezeli zatozymy, ze kat odchylenia jest maly, wowczas sina = a. Moment sity M dziatajacej na waha-
dto mozna wyrazi¢ wzorem

M =-Dag, 2)

gdzie D = mgd nazywa si¢ momentem kierujgcym.
Roéwnanie ruchu wahadta bedzie miato postaé
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d’a
dt?
gdzie | jest momentem bezwladnos$ci wahadla wzgledem osi obrotu przechodzacej przez punkt zawie-

szenia O,
lub w postaci

—Da 3)

d’¢ D
T‘zﬁTa:o. 4)

Roéwnanie to ma tg samg posta¢ co rownaie ruchu harmonicznrgo prostego. Opisuje ono drgania

harmoniczne o okresie
T:21t\/I:2n L (5)
D \/ mgd

Ten sam okres T bedzie miato whadto matematycznym o dtugos$ci

l=—, (6)

TzZn\/I. (7
g

Wyrazenie (6) nosi nazwe diugosci zredukowanej wahadla fizycznego. Jesli na przedtuzeniu linii
OS - rys. 1, odtozymy OQ’ = I, otrzymamy punkt O', zwany $rodkiem wahan wahadta fizycznego.
Mozna wykazaé, ze jesli zamienimy punkt zaczepienia wahadta na O', to punkt O bedzie nowym
srodkiem wahan wahadta fizycznego i okresy wahan bedg takie same. Wtasnos¢ tag wykorzystuje si¢ w
tzw. wahadle rewersyjnym.

Z twierdzenia Steinera o momencie bezwladnosci mamy

| =1, +md?, 8)

poniewaz

gdzie Is oznacza moment bezwitadnosci wahadta wzgledem osi przechodzacej przez jego $rodek cigz-
kosci S 1 rownolegtej do osi przechodzacej przez punkt O.
Stad i z (5) mamy
_ T’mgd
An®
Dla niektorych bryt symetrycznych moment bezwladnosci wzglgdem 0si symetrii prostopadtej do
przekroju kotowego o promieniu r mozemy zapisa¢ W postaci

—-md?. 9)

I

Iy =kmr?, (10)

gdzie k jest rowne: 1 dla cienko$ciennej obreczy; 2/5 dla kuli; 1/2 dla walca.
Wzér ten mozemy rozszerzy¢ dla wydrazonego walca (pierScienia) o promieniu zewngtrznym R, i
wewnetrznym R,, przyjmujac za r? w (10)

r’=R?+R.. (11)

Podobnie, jesli w (10) za r przyjmiemy dlugos$é cienkiego preta to wspoOtczynnik k = 1/12 wzgle-
dem osi przechodzacej przez $rodek masy i prostopadiej do dtugosci preta.

Zatem wyznaczenie momentu bezwiadnosci wzgledem osi przechodzacej przez $rodek masy za
pomocag wzoru (9), przy wyprowadzeniu ktorego skorzystaliSmy z twierdzenia Steinera, moze ograni-
czy¢ sie do wyznaczenia samego wspotczynnika k. Mianowicie, podstawiajac (10) do (9) otrzymuje-
my

gdT? d?

-

k = _
4r’r? r

(12)
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Zwrocmy tez uwage, ze sSkoro prawa strona w (12) jest stata, to warto$¢ ta nie zalezy od wybrane;j
osi obrotu tj. odleglosci d; jest to tak zwany niezmiennik wahadta fizycznego. Zatem mozemy tez
doswiadczalnie, z doktadnoscia do niepewnosci pomiaru, potwierdzi¢ twierdzenie Steinera dla roz-
nych osi obrotu tj. odlegtosci d.

Dla badania zalezno$ci najprosciej jest je przedstawi¢ w postaci funkcji liniowej. Zauwazmy, ze
(12) mozemy zapisa¢ w postaci

y=ax+b, (13)
o ile przyjmiemy:
d)’ dT? 9
=|—1|, X= , a=——>, b=-k. 14
y (rj r? 4n® a4

Wybor zmiennych w (14) moze by¢ inny, jednak taki jest szczegoélnie dogodny gdyz wartosci a i b
w (14) otrzymane z danych, z wykresu mozemy tatwo zweryfikowa¢ ze znajomosci statych g i = dla
wspotczynnika kierunkowego oraz z wartosci teoretycznej k dla wyrazu wolnego.

3. PRZEBIEG WYKONANIA CWICZENIA
A. Metody pomiarow.

W do$wiadczeniu mamy dwie mozliwosci badawcze. Pierwsza dotyczy metody opartej na rownaniu
(12) a druga metoda jest oparta na zbadaniu zaleznos$ci liniowej dla zmiennych przyjetych we wzorach
w (14).

Metoda 1

Badanymi brylami sg tarcza (walec), pierscien (kotowa tarcza z wycietym kotowym $rodkiem)
i pret. Tarcza — rys. 2a, posiada pryzme do zawieszenia na ramie, pret — rys. 2b, posiada otworek do
umieszczeniaw w nim precika i zawieszenia. Tarcza kotowa z wycietym srodkiem posiada haczyk do
zawieszenia. Ze wzoru (12) wida¢, ze w tym do$wiadczenia nalezy zmierzy¢ odlegtos¢ OS — rys. 2
i wymiary bryt oraz wyznaczy¢ okres T z czasu wahnie¢ wahadla.

5 T o 3
! B
d l d
Rys. 2a. Tarcza o promieniu r. Rys. 2b. Pret o dlugosci I.

Ozn.: O — punkt zawieszenia bryty, S — $rodek masy bryty.
Metoda 2 (porownaj z [2]).

Badanymi brylami sg tarcza (walec) i pret z otworkami dla wsunigcia precika jako osi obrotu. Po-
dobnie jak w metodzie 1 nalezy wyznaczy¢ te same wielkosci jednak dla kilku réznych wartosci
d — odlegtosci punktu zawieszenia od $rodka masy wahadta co realizujemy poprzez zmiang zawiesze-
nia wahadla dla innego otworka. Planowana liczba danych pomiarowych dla r6znych wartosci d,
powinna da¢ do$¢ dobrg mozliwos$é wykreslenia prostej —r. (13).

B. Wykonanie doswiadczenia.

Zakres zadan (ile bryl, metoda) zostanie podany przez prowadzacego.

1. Zmierzy¢ kilkakrotnie potrzebne wymiary bryt: srednica tarczy, tarczy z otworem — $rednica ze-
wnetrzna i wewnetrzna, dlugosc¢ preta.
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2. Zmierzy¢ kilkakrotnie potrzebne odleglosci punktu zawieszenia od $rodka ciezkosci wahadta.
Jednym ze sposobow jest wyznaczenie d z roznicy wymiaréw $rednicy czy dtugosci preta i odle-
glosci od brzegu bryty.

3. Zawiesi¢ wahadfa (stelaz).

4. Prze¢wiczy¢ odchylanie o maty kat, puszczanie wahadta, zliczanie pelnych drgan (jedno wahnig-
cie jest tam i z powrotem) — robimy to przy przejsciu wahadta przez potozenie rownowagi w jedng
strone. W miejscu pomiaru czasu i zliczania wahnig¢ ustawi¢ znacznik.

Uwaga: W sytuacjach trudnych przy zliczaniu wahnie¢ skorzysta¢ z licznika (kalkulator z kontaktronem i magnesik za-
wieszony na wahadle).

5. Wychyli¢ wahadto z potozenia rownowagi o niewielki kat (kilka stopni) i zmierzy¢ kilkakrotnie
(min. 2-3x) czas dla 10 lub 20 pelnych wahnie¢ (wybor ilosci i wielokrotnosci dopasowaé do dys-
ponowanego czasu i zatozonej doktadnosci).

6. Pomiary i czynno$ci opisane w punktach 3-5 powtorzy¢ dla pozostatych dwoch wahadet.
7. Zanotowac¢ doktadnosci uzytych przyrzadéw pomiarowych.
8. W przypadku metody 2 wykonujemy pomiary z p. 5 dla kilku odlegtosci d.

Uwaga: Wielokrotno$¢ pomiaréw powinna by¢ dobrana do zatozonej doktadnosci wyznaczenia war-
tosci.

4. OPRACOWANIE WYNIKOW POMIAROW

A. Wyznaczenie wartosci pomiarowych.

1. Obliczy¢ wartosci $rednie wielkosci r, R, i Ry, I, d, T dla danych z pomiaréw badanych bryt.

2. Obliczy¢ warto$¢ wspotczynnika k — wzor (12) dla metody 1, dla metody 2 rowniez wartosci X i y
okreslone w (14).

3. Przedstawi¢ na wykresie zaleznos¢ y = f(X) (wg wzorow (14)) — na papierze milimetrowym z za-
znaczeniem odcinkéw niepewnosci o ile bedzie to mozliwe. Z wykresu wyznaczy¢ wartosé¢ a i b.

4. Stosujac metode regresji liniowej — komputerowo, wyznaczy¢ wspotczynnik kierunkowy prostej a
i wspotezynnik b (wzory (13)-(14)).

B. Niepewnosci pomiaru.

1. Obliczy¢ niepewnosci pomiaru wartosci srednich wielkosci z p. A.1.

2. Oszacuj niepewnos¢ pomiaru wartosci k obliczonej w p. A.2. Mozna skorzysta¢ z metody eleme-
tarnej obliczenia ztozonej niepewnosci standardowej.

3. Odnies¢ obliczone wartosci do wartosci teoretycznych dla k — metoda 1 i 2 oraz wartos$ci tablico-
wej dla g — metoda 2. Skorzysta¢ z kryterium zgodnosci.

4. Oszacuj niepewno$¢ pomiaru wartosci K i g na podstawie wykresu odrgcznego.

C. Zestawienie wynikéw i niepewnos$ci pomiaru.

5. Przeanalizowa¢ wyniki, porowna¢ wartosci dla k otrzymane w p. A;
zapisa¢ wnioski i uwagi dotyczace doSwiadczenia.

1. Porowna¢ uzyskane wartosci z p. A.2 — A.4. Odnie$¢ obliczone wartosci do wartosci teoretycz-
nych dla k — metoda 1 i 2 oraz wartosci tablicowej dla g — metoda 2. Skorzysta¢ z kryterium zgod-
nosci.

Uwaga: Dla malej proby zastosowaé wspotczynniki t, , Studenta przy poziomie ufnosci o = 0,95.
Wspolczynnik ten przyjac dla niepewnosci rozszerzone;.
2. Przeanalizowa¢ zrodia ewentualnych rozbieznosci.

3. Zapisa¢ wnioski i uwagi dotyczace przebiegu doswiadczenia i jego realizacji.
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Niepewno$¢ pomiaru
Ztozong niepewno$¢ standardows U.(y) wielkosci obliczanej posrednio y oblicza si¢ korzystajac
Z prawa przenoszenia niepewnosci pomiaréw bezposrednich nieskorelowanych w postaci

0.(y) =\/i[%fu2<xi) =Ji[ciu(xi)]2 z\/guf(y)

i=1 i i=1

gdzie N — liczba wielkosci mierzonych bezposrednio, ¢i — wspotczynnik wrazliwosci,
ui(y) = ¢ u(x) — udziaty niepewnosci.

Z%ozong niepewnos¢ standardowa U.(y) mozna obliczy¢ tez z zalecanego przez Przewodnik GUM
WZOru, zastepujac w powyzszym roéwnaniu (0 /0x;)u(x;) przez:

Z, =%[f(x1,...,xi AU )Xy )= T (XX, = U)Xy ). *)

To znaczy, ze warto$¢ u;(y) (= (0f/0x;)u(x;) — udziaty niepewnosci) wyznacza si¢ obliczajgc zmiane
spowodowang zmiang X; 0 +U(X;) i 0 —u(x;). Jako warto$¢ u;(y) przyjmuje sie |Zi | (jako warto$¢

N
odpowiedniego wspotczynnika wrazliwosci przyjmuje si¢ Z;/u(x)), wowczas u?(y) = Z Z?.
i=1

Wzér (*) wykorzystuje roéznice (przyrosty) skonczone w miejsce formuly z pochodng, co umoz-
liwia jego stosowanie bez znajomosci rachunku rézniczkowego.

Porownywanie wynikow
Chcac poréwnaé otrzymane wyniki z wynikiem tablicowym x', korzystamy z przedziatowego Kryte-
rium zgodnosci wynikow pomiaréw, czyli sprawdzamy czy dla naszych wynikoéw spelniona jest nie-
roOwnosc:

‘)_(—XT‘ <u(X)+u(x").

Jezeli powyzsza nierowno$¢ nie zachodzi, nalezy zastapi¢ niepewno$¢ U przez niepewnosc rozsze-
rzong U. Jesli i wowczas ta nier6wnos¢ nie jest spetniona to znaczy, ze wyniki nie sa zgodne.
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